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INTRODUCTION : LE THEOREME DE LEFSCHETZ DIFFICILE 

Les ^-modules holonomes simples. - - Soient Z° une variete quasi-projective lisse com- 
plexe irreductible et (V, V) un fibre vectoriel algebrique muni d'une connexion integrable 
(i.e., sans courbure), sans sous-fibre propre stable par la connexion (i.e., simple). C'est 
le type d'objet auquel on s'interesse dans cet expose. Choisissons une compactification 
projective j : Z° ^ Z et un plongement de Z dans une variete projective lisse X. 
II est connu qu'un tel (V, V) se prolonge de maniere unique en un ^x-module (i.e., 
^x-module avec connexion integrable V) holonome simple a support dans Z et qu'on 
obtient ainsi tous les ^x-modules holonomes simples a support dans Z, lisses sur Z°. 
Pour un tel ^x-module le complexe de de Rham analytique 

DR^:= (^+ a n imX ®^,V) 

est a cohomologie C-constructible, d'apres un theoreme de Kashiwara. Plus precisement, 
c'est un faisceau pervers. 

Quels sont les faisceaux pervers qu'on obtient de cette maniere ? On ne connait pas 
la reponse a cette question. Neanmoins, on sait |Kas84| IMeb84a[ Meb84bJ que la corres- 
pondance de Riemann-Hilbert ^ i— > est une equivalence entre la categorie des 

^x- m °dules holonomes reguliers (analytiques) et celle des faisceaux pervers. Ceci, joint 
au theoreme GAGA pour les modules holonomes reguliers [KK81J, implique que tout 
faisceau pervers simple est obtenu de cette maniere. D'apres [BBD82J et [GM83J, un tel 
faisceau pervers n'est autre (au decalage par dim Z pres) que le complexe d'intersection 
ICz(Jzf) de Goresky-MacPherson (extension intermediaire associe a un faisceau 

localement constant irreductible =5f sur Z° (i.e., une representation lineaire irreductible 
de Tr^Z ,*)). 

II est par ailleurs facile d'obtenir des complexes DR ^# qui ne sont pas des faisceaux 
pervers simples, ni meme semi-simples (i.e., sommes directes d'objets simples), si on 
accepte que ^ simple ait des singularites irregulieres. Une fagon d'obtenir de tels 
exemples consiste a utiliser la transformation de Fourier. 

Exemple. — Soient 7\, . . . ,T r (r ^ 2) des elements de GL n (C) (n ^ 2) dont le produit 
est egal a l'identite et qui n'ont pas de vecteur propre commun. Supposons aussi que 1 
ne soit pas valeur propre des Tj (multiplier chaque Tj par Aj G C* assez general, en 
faisant en sorte que f| Aj = 1). lis definissent une representation irreductible du groupe 
fondamental de P 1 prive de r points, tous a distance finie, done un faisceau localement 
constant irreductible de rang n sur cet espace. Son complexe d'intersection sur A 1 
(coordonnee z) correspond a un module holonome M sur l'algebre de Weyl C[z](d z ), 
dont toutes les singularites sont regulieres. 

Le transforme de Fourier F M est M lui-meme sur lequel on voit d z operer comme 
la multiplication par une variable ( et —z comme la derivation d^. Si M est simple, 
F M l'est aussi, mais on peut montrer (voir par exemple |Mal91j ) que ce dernier a une 
singularite irreguliere en ( = oo, une singularity reguliere en ( = 0, et pas d'autre 
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singularity. On peut aussi montrer que les hypotheses faites sur les Tj impliquent que, 
sur l'ouvert ( 7^ 0, le faisceau localement constant de ses sections horizontales est de 
rang egal a nr, et sa monodromie a pour seule valeur propre 1, avec r blocs de Jordan 
de taille 2 et (n — 2)r blocs de taille 1. Ce faisceau localement constant n'est done pas 
semi-simple. 

Soit Z$ l'unique ^pi-module holonome simple dont la restriction a A 1 (coordon- 
nee Q est F M . Si DR^# etait pervers semi-simple, il serait somme directe de faisceaux 
a support ponctuel et de complexes d'intersection de faisceaux localement constants 
irreductibles (a un decalage pres), parmi lesquels le faisceau localement constant ci- 
dessus, d'ou une contradiction. 

Nous allons voir cependant que les faisceaux pervers DRJ 1 , pour *M simple, satisfont 
tous au theoreme de Lefschetz difficile. Dans la suite, nous travaillerons dans le cadre 
analytique complexe uniquement, contrairement au debut de cette introduction. 

Le theoreme de Lefschetz difficile. - - Dans differents exposes en 1996 (voir |Kas98] ). 
Kashiwara a conjecture une version tres generale du theoreme de Lefschetz difficile 
en geometrie algebrique complexe, qui a ete demontree recemment par T. Mochizuki 
[Moclla J : 

THEOREME 0.1. - - Soit X une variete algebrique projective complexe lisse et soit L 
V operateur de cup-produit par la classe de Chern d'un fibre en droites ample sur X . 
Alors, pour tout *3Sx -module holonome simple sur X et tout k ^ 1, I'itere k-ieme 
jk . /f- fc (x, DR^#) -)■ H k (X, DR^#) est un isomorphisme. 

Remarque 0.2. — Avec le decalage definissant DR, H k peut etre non nul seulement 
pour k G [— dimX, dimX]. De plus, pour ^ simple et different de la connexion tri- 
viale {iffxi d), on a aussi nullite pour k = — dimX, dim X. En effet, considerons d'abord 
le complexe T(X, DR^#) : son ]j~ dimX es t l'espace des sections de ^ sur X annulees 
par V ; il y a done un sous-module H~ dimX (g) (€?x, d) contenu dans et l'hypothese 
« ^# simple et ^ (£?x,d) » implique H~ dimX = 0. La suite spectrale d'hypercohomo- 
logie montre que H~ dimX C H- dimX , d'ou la nullite de H~ dimX . Un argument de 
dualite permet aussi d'en deduire H dimX = 0. Ainsi, 1 'enonce TO. II est de peu d'interet 
lorsque X est une courbe. 

Pour obtenir un theoreme de ce type, on montre d'abord l'existence d'une structure 
plus riche, qui fait apparaitre une notion de purete |Del71j . La theorie de Hodge joue ce 
role en geometrie algebrique complexe « moderee » (voir l'excellent panorama [dM09j) : 

(a) Si (V, V) est un fibre holomorphe a connexion integrable sur X, le complexe 
DR(V, V) = (Q'+ dimX ® V, V) n'a de cohomologie qu'en degre — dimX, e'est le systeme 
local V v des sections horizontales de V (theoreme de Cauchy-Kowalewski et lemme de 
Poincare holomorphe) ; (jaf) si de plus (V, V) sous-tend une variation de Q-structure 
de Hodge polarisable, le theoreme de Lefschetz difficile L k : H dimX ~ k (X, V v ) — — >■ 
H dimX+k (X,V^) a ete montre par Deligne (voir |Zuc79[ Th. 2.9]), le theoreme de 
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Lefschetz difficile proprement dit, demontre par Hodge (voir [Hod52j) etant le cas 

{v,v) = {<? x ,d). ' ' 

(b) L'extension de ce resultat au cas ou (V, V) est un fibre holomorphe a connexion 
integrable sur le complementaire X° d'une hypersurface D de X et satisfait (Jaf) a fait 
l'objet de nombreux travaux f |Sch73l IZuc79[ IUK821 ICKS861 ICKS871 IKas85l IKK87j ). 
aboutissant au theoreme de Lefschetz difficile pour la cohomologie d'intersection sur X 
du systeme local V v , lorsque D — X \ X° est un diviseur a croisements normaux. 

(c) M. Saito [Sai88j a supprime l'hypothese X lisse et D a croisements normaux en 
introduisant la categorie des ^-modules de Hodge polarisables. Le theoreme 10.11 s'ap- 
plique aux complexes DR^ = IC^(=Sf)[dimZ] pourvu que J*f sous-tende une variation 
de Q-structure de Hodge polarisable (voir aussi [BBD82, dM05, dM09j pour d'autres 
approches dans le cas des systemes locaux d'origine geometrique). 

Dans (fbj) et (lc"l) ; on travaille avec le prolongement de Deligne de (V, V), qui est singula- 
rity reguliere a l'infini (i.e., le long de D), et ce comportement « modere » est necessaire 
a priori pour appliquer les methodes de la theorie de Hodge, d'apres le theoreme de 
regularity de Griffiths-Schmid [S ch73| Th. 4.13]). Par contre, la notion de variation de 
structure de twisteur polarisee, introduite par Simpson |Sim97j autorise des singulari- 
ty irregulieres a l'infini, et permet d'aborder, par une theorie de Hodge « sauvage », 
le theoreme 10.11 pour les ^-modules holonomes simples a singularites eventuellement 
irregulieres. 

Cette notion de variation de structure de twisteur polarisee intervient deja en l'ab- 
sence de singularite (sous la forme d'une metrique harmonique, voir le dictionnaire 
du §[1]). Pour une variation de structure de Hodge polarisee, c'est la structure qui reste 
lorsqu'on ne garde que la connexion plate et la metrique hermitienne de polarisation. 
Sous la seule hypothese de semi-simplicite de (V, V) ou, de maniere equivalente, du fais- 
ceau localement constant F v , le cas lisse (|aj) du theoreme 10. II provient de l'existence, 
due a Corlette |Cor88] . d'une metrique dite harmonique pour (V, V) (le cas ou (V, V) 
est unitaire ou, plus generalement, une variation de structure de Hodge polarisee, en 
etant un cas tres particulier). On peut en effet developper dans ce cadre la theorie har- 
monique du laplacien et obtenir les identites de Kahler, qui conduisent au theoreme 10.11 
(voir [Sim92j). II faut noter que l'hypothese de semi-simplicite de V v est importante, 
et il est facile de donner un exemple ou lO.ll est en defaut sans cette hypothese : sur une 
courbe de genre g ^ 2, toute extension non triviale Jzf du faisceau constant C par un 
systeme local non constant de rang 1 satisfait a dim H°(X, ££ ) 7^ dim H 2 (X, Jzf ) . 

Nonobstant la remarque 10. 2\ Simpson [Sim90j a montre, dans le cas ou X est une 
courbe, l'existence d'une metrique harmonique h pour (V, V) sur X° C X, avec un 
comportement modere aux points de D (voir aussi |Biq91 |JZ97| en dimension ^ 1). 
L'analyse asymptotique qu'il fait de cette metrique au voisinage de D prolonge a ce cadre 
celle faite par Schmid |Sch73] dans le cas des variations de structures de Hodge polari- 
sees, ce qui permet notamment de calculer la cohomologie d'intersection H 1 (X, j*V v ) 
(j : X° ^-t- X) comme un espace de cohomologie L 2 relativement a h et a une metrique 
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de type Poincare sur X°, et qui prolonge les resultats de Zucker |Zuc79] ( |Biq97| , voir 
aussi [Sab05j §6.2], |Moc07t §20.2], |JYZ07| ). Ceci aboutit a un enonce analogue a la 
degenerescence en E\ de la suite spectrale Hodge =^> de Rham, a savoir le calcul de 
dimif 1 (X, j*V v ) en terme de la cohomologie de Dolbeault du fibre de Higgs parabo- 
lique associe. 

Le cas « modere » du theoreme 10.11 est celui ou le ^x-module ^ est a singulari- 
ty regulieres, i.e., DR^ = IC^(^f)[dim Z] avec Z irreductible et Jzf simple sur Z° . 
T. Mochizuki a resolu ce cas dans |Moc07j en etendant les methodes evoquees ci-dessus. 
La strategic de la demonstration, qui vaut aussi pour le cas « sauvage », c'est-a-dire 
lorsque ^# est a singularites irregulieres, sera expliquee au §[2] Le cas modere a aussi 
ete resolu par Drinfeld jDriOlj par une methode de reduction a la caracteristique p 
reminiscente de |BBD82] . Drinfeld s'appuyait cependant sur une conjecture faite par 
de Jong |dJ01] , demontree depuis |BK06j lGai07] . 

Recemment, Kramer et Weissauer [K Wllj ont utilise le cas modere de lO.ll pour mon- 
trer un theoreme d'annulation, pour tout faisceau pervers & sur une variete abelienne 
complexe X, des espaces H J (X,JP £g> Jzf) pour tout j ^ et presque tout systeme 
local de rang 1. 

La suite du texte insistera done sur les nouveaux outils introduits par T. Mochizuki 
|Moclla] (apres ceux de |Moc07| ) pour passer du cas « modere » au cas « sauvage ». 

Remerciements. - - lis vont a T. Mochizuki, ainsi qu'a M. Saito, Ch. Schnell, Ch. Seven- 
heck et C. Simpson pour les multiples suggestions qui m'ont aide a ameliorer la version 
preliminaire de ce texte. 



1. DICTIONNAIRE 

Je vais expliciter le dictionnaire fibre plat harmonique/fibre de Higgs harmo- 
nique/ variation de structure de twisteur polarisee pure de poids (voir |Sim92llSim97] ). 
car il est essentiel pour le cas singulier. Les equations ( II. ip ci-dessous et l'idee de la 
construction sur l'espace twistoriel d'un fibre avec A-connexion remontent a Hitchin 
[Hit87j. Drinfeld m'a aussi indique les travaux de Zakharov, Mikhailov et Shabat 
[ZM78, ZS79J ou on trouve ce type d'equation sous le nom de « chiral field equations ». 

Soient (V, V) un fibre holomorphe muni d'une connexion holomorphe integrable, et 
(H, D = V + d) le fibre C°° plat associe. A toute metrique hermitienne h sur H on 
associe (cf. [Sim92j) une unique connexion metrique &e + Qe caracterisee par le fait 
que, si on considere les deux morphismes ^°-lineaires 6 := V — 8e '■ H — > stf^f 1 (g) H et 
6^ := d — Oe '■ H —7- s^x 1 ® H-i alors 6^ est le /i-adjoint de 6 (si D est deja compatible 
a h on a 9 = 0, 9^ = 0). On dit que (V, V,h) est un fibre plat harmoniquS 1 ^ si sa 



1. Nous suivons ici la terminologic dc [Sim92j ; Mochizuki emploie le terme « pluri-harmonique » 
pour l'equation (jl. 1|) . afm de la distinguer de l'equation a priori plus faible sur une variete kahlerienne, 
aussi consideree dans [Cor88 ( Sim92 , a savoir AG(V, h) = 0. 
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pseudo-courbure G(V, h) est nulle : 

(1.1) G(V,h) := -A(d E + 0) 2 = 0, i.e., d E = 0, d E (0) = 0, 6 A6 = 0. 

(Ces trois conditions sont redondantes, les deux dernieres impliquant la premiere ; sur 
une variete kahlerienne compacte, on peut meme se contenter de la seconde, voir [Moc07, 
Rem. 21.33 & Prop. 21.39].) Pour un fibre plat harmonique, E := ker Be '■ H 
est un fibre holomorphe, et 9 : E — > Q^^E est un morphisme holomorphe, qui satisfait 
a 9 A 9 = 0. Ainsi, (E, 9) est un fibre de Higgs holomorphe. 

Partant maintenant d'un fibre de Higgs holomorphe (E,9) (i.e., 9 A 9 = 0) et d'une 
metrique hermitienne h sur E, on dit que (E, 9, h) est un fibre de Higgs harmonique si, 
notant Oe+Oe la connexion de Chern associee a la metrique h sur le fibre holomorphe E, 
et 9^ le /i-adjoint de 9, alors la connexion Oe + 9e + + 6^ sur if := E est 

integrable. 

On a ainsi une correspondance bi-univoque 

fibre plat harmonique < — > fibre de Higgs harmonique. 

Lorsque (V, V, h) ou 9, h) sont harmoniques, il y a en fait une famille a un para- 
metre de fibres holomorphes plats qui degenere sur le fibre de Higgs associe : pour tout 
A G C, on pose V x = ker(d E + \9 Ji : H -> ^/^(giH), muni de l'operateur V A := Xd E + 9, 
qu'on appelle une X-connexion. Si A 7^ 0, l'operateur ^V A est une connexion holomorphe 
integrable sur V x tandis que, si A = 0, on retrouve le fibre de Higgs (E, 9). 

Exemple 1.2 (le cas de rang 1 sur un disque epointe). - - Considerons le cas d'un fibre 
(trivial) de rang 1 sur le disque unite epointe A* de coordonnee z, muni d'une metrique 
hermitienne h. Nous noterons il l'ensemble des classes d'equivalence de couples u = 
(a, a) G R x C modulo Z x {0}. Alors : 

L'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres de Higgs (ou de fibres plats) har- 
moniques de rang 1 sur A* est en correspondance bijective avec l'ensemble des couples 
(if),u), avec if) G <^(A*) sans terme constant et (u mod Z) G it. 

Demonstration. — Nous la ferons dans le cas Higgs, le cas plat etant similaire. Soit 
(E,9,h) un fibre de Higgs harmonique de rang 1 sur A*. Nous allons lui associer un 
unique couple (if),u mod Z). Soit e une base holomorphe de E. On a 

9e = (p(z) edz, <p(z) holomorphe sur A*. 

Posons (p(z) = d z if)(z) + et/z avec if) G €?(A*) sans terme constant et a G C. Posons 
aussi H^ll^ = exp(j](z)) ou rj est reelle et C°° sur A*. On peut verifier que la condition 
d'harmonicite de (E,9,h) equivaut au fait que la fonction 77 est harmonique sur A*. 
Elle s'ecrit done Re7(z) — a log \ z\ avec 7 holomorphe sur A* et a G R. Remplagant e 
par e = exp(— 7(2)) ■ e, on peut supposer que rj(z) = —a log \z\ avec a G R, et on a alors 
IML = \ z \~ a - O n a ainsi obtenu un couple (ip,u). 
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On calcule ensuite que v := \z\ 2a exp(ip — ip) ■ e est une base holomorphe du fibre 
plat V associe, de norme \\v\\ h = \ z \- a ~ 2 ^ ca . D e plus, 

o\z o\z 
9e = (zd z tp + a) — <S> e, Vt> = {2zd z ip + e(l, u)) — ®v, c(l, u) := — a + 2i Im a. 

Soient e' une autre base holomorphe de E, et e' construite comme plus haut avec \\e'\\h = 
\z\~ a ' pour un certain a' G R. D'ou un couple (■?//, u'). Alors e' = v[z)e avec v{z) holo- 
morphe et a croissance moderee, done meromorphe, d'ou a! — a G Z. Le champ de Higgs 
a la meme expression dans les bases e et e', ce qui implique ip = ip' et a = a' . □ 

Posons maintenant, pour tout A G C fixe, 

(1.2*) p(A,u) = a + 2Re(aA), e(A, u) = a - aX - aX 2 , et v x = ^-^\ z \~ 2 ^ . e . 

Alors v x est une base holomorphe de V x , de norme ||v A ||/i = |z|~ p ( A,u ) et 

(1.2**) VV = ((1+ \X\) 2 zd z ij + t(X,u))^®v\ 

Revenons a la situation generale. Ces deux notions equivalentes (fibre plat harmo- 
nique et fibre de Higgs harmonique) sont aussi equivalentes a la notion de variation de 
structure de twisteur polarisee pure de poids 0. Pour la definir, introduisons la droite 
projective P 1 munie de deux cartes affines Ca, C^ de coordonnees respectives A et //, avec 
fi = 1/ A sur l'intersection des deux cartes. La presentation qui suit n'est pas exactement 
celle donnee par Simpson [Sim97j, mais lui est equivalente et sera plus commode dans 
les situations singulieres. II s'agit de decrire des fibres sur X x P 1 qui sont holomorphes 
par rapport a P 1 et C°° par rapport a X. Cette presentation permet de ne travailler 
qu'avec des fibres holomorphes sur X x Ca et, plus loin (§[6]), avec des ^xx<c A -modules 
holonomes. 

Soit a : P 1 — > P l'involution anti-holomorphe qui prolonge continument l'application 
C M Ca, jtt i— y X — —l/~p- Si f(x,X) est holomorphe en x et A, alors la fonction 
(a* f)(x, fi) = f(x,—l/~p) est anti-holomorphe en x et holomorphe en fi. Si Jtf est 
un fibre holomorphe sur X x Ca, alors o~*Jrff est un fibre holomorphe sur X x C M , 
ou X est la variete complexe conjuguee de X. Si Jtf", Jt?" sont deux fibres holomorphes 
sur X x Ca, un pre-recollement (entre le dual M" y et <j*^f") est un accouplement 

<^xxs ®fj s ^xxs-iineaire 

O . JK\xxS a ^\XxS > *XxS' 

ou S = {|A| = 1}, <@s est le germe le long de S de &c x e ^ ^xxs ^ e faisceau des 
germes le long de X x S de fonctions C°° holomorphes par rapport a A. Si M" et M 1 " 
sont munis de A-connexions, on demande que C soit compatible en un sens naturel. 
Ces triplets forment naturellement une categoric ^adjoint (J$f' , J$?" , C)* est le triplet 
(Jjf", Ji?', C*), avec C*(u", a*u') := C(u', o~*u"), et les A-connexions restent compatibles 
a C*. 

Une variation de structure de twisteur est une telle donnee (Jtf", Jtf"', C) avec 
A-connexions integrables telle que, pour tout x G X, l'accouplement induit par C soit 
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non degenere et definisse done un fibre holomorphe sur P 1 par recollement de ^?/^\ x c A 
et o-*J$?"^ x y xC . C'est une variation de structure de twisteur pure de poids w G Z si, pour 
tout x, le fibre obtenu est isomorphe a une puissance de ^pi(w). Si le poids w est nul, 
les sections globales de ce fibre a x fixe forment un espace vectoriel H x de dimension 
egale au rang de et et l'adjoint a pour sections globales l'espace adjoint H x . 
On definit alors une polarisation comme un isomorphisme 5? de M"\ C) sur son 
adjoint (J$?" , Jt?" , C)* , compatible aux A-connexions, tel que, pour tout x, l'isomor- 
phisme induit H x H x , vu comme un accouplement sesquilineaire sur H x , soit une 
forme hermitienne definie positive. Le fibre H sur X dont les fibres sont les H x est alors 
un fibre C°° muni d'une metrique hermitienne h. 

LEMME 1.3 ( |Sim97j ). — Soit (Jtf",J$?",C,J?') une variation de structure de twisteur 
polarisee de poids 0. La restriction Jff" a A = 1 (resp. A = 0) munie de la connexion 
(resp. le champ de Higgs) induite par la X-connexion est un fibre holomorphe plat 
(resp. de Higgs) de fibre C°° sous-jacent isomorphe a H, et la metrique h en fait un 
fibre plat (resp. de Higgs) harmonique. 

Reciproquement, la construction V x a partir d'un fibre plat (resp. de Higgs) harmo- 
nique permet de definir une variation de structure de twisteur polarisee pure de poids 
en posant ffl" = M"' = ker(d x + d E + A# f : ^ xCx H ^?xC A H )> & = ld > 
C est induit naturellement par h et la X-connexion par X8e + 9. 

Exemple \\.2\ suite. — Considerons maintenant v x comme dependant de A. Alors la 
formule (11.2 **|) montre que V A ne s'exprime de maniere holomorphe en A que si ip = 0. 
Si ip 7^ 0, on peut considerer la base holomorphe v x = e~' A ' ^ ■ v x pour corriger le 
probleme. On constate alors que, d'une part, il n'y a pas unicite de choix (on pourrait 
tout aussi bien prendre e c_ ' A ' ^ -v A , avec c G C), et d'autre part tous les choix conduisent 
a une base dont la norme n'est plus a croissance moderee a l'origine, si A 7^ et ip n'est 
pas holomorphe a l'origine. Mais, dans ce cas, en faisant dependre la metrique de A de 
maniere convenable, on retrouve la propriete de croissance moderee par rapport a cette 
metrique modifiee (on retrouvera ceci au point (jgj) du § 15.51) . 

2. STRATEGIE DE LA DEMONSTRATION 

La strategic utilisee pour demontrer le theoreme 10.11 suit celle de M. Saito |Sai88] . 

(1) La premiere etape consiste a enrichir la structure de £^x- m °dule holonome (ou X 
est une variete analytique complexe quelconque) afin de pouvoir disposer d'une notion 
de poids. 

- La categorie des £^x- m °dules holonomes munis d'une bonne filtration et d'une 
structure rationnelle (i.e., un isomorphisme du complexe de de Rham et du com- 
plexifie d'un Q-faisceau pervers) a ete consideree par Saito [Sai88j. L'oubli de la 
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filtration et de la structure rationnelle definit un foncteur d'oubli vers la categorie 
des ^-modules holonomes. 

- Dans le cas present, on generalise les objets (J^", J^ 5 ", C) du §[]]: notant &xxC 
le faisceau des operateurs A-differentiels engendre par les fonctions &xxC et les 
A-champs de vecteurs Xd Zt , on considere les triplets (^#', C), ou ', sont 
des ^xxs- m °dules holonomes (en un sens naturel) et C est un accouplement entre 
•^[xxs e ^ °* -^'[xxs ^ v& leurs dans le faisceau des distributions sur X x S qui 
dependent continument de S. La restriction ytf" j (A — 1)^" definit un foncteur 
d'oubli a valeurs dans la categorie des ^-modules holonomes. 

(2) Sans plus de contraintes, les categories ci-dessus ne sont pas abeliennes. 

- L'idee de Saito consiste essentiellement a imposer des conditions supplementaires 
locales : pour tout germe de fonction holomorphe / sur X le foncteur -^™ od des cycles 
proches moderes le long de / = 0, defini a priori sur la categorie des ^-modules 
holonomes a l'aide de la l/-filtration de Kashiwara-Malgrange, doit exister pour les 
objets nitres consideres. II impose done d'une part l'existence d'un tel foncteur et 
d'autre part que le resultat donne un objet du meme type (a graduation pres par 
la filtration dite « monodromique ») avec une dimension de support strictement 
plus petite. Lorsque la dimension du support est nulle, on impose d'obtenir une 
structure de Hodge polarisee. Le cas le plus simple de ce procede est la restriction 
a un point d'une variation de structure de Hodge. On obtient ctinsi let Ccitc fforie des 
^-modules de Hodge polarisables |Sai88j. 

- Cette idee se transporte assez directement aux triplets (^# ; , ^f", C), la definition 
de -0™ od sur 1' accouplement C s'obtenant en prenant le residu en differentes valeurs 
de s du transforme de Mellin de la distribution |/| 2s C. On obtient ainsi la categorie 
des ^-modules holonomes avec structure de twisteur polarisable moderee |Sab05t 
IMoc07j . 

- Pour le cas sauvage (singularites irregulieres) , l'utilisation des cycles proches 
moderes est insuffisante. Les cycles proches irreguliers, tels que definis par Deligne 
|Del07bj sont par contre suffisants ( |Sab09j . [Moclla] ). On obtient la categorie 
des ^-modules holonomes avec structure de twisteur polarisable sauvage [Moclla] 
(voir le §EJ). 

(3) On montre alors le theoreme 10.11 pour les ^-modules de Hodge polarisables ou 
avec structure de twisteur polarisable. Les espaces d'hypercohomologie sont soit des 
espaces complexes filtres avec une structure rationnelle et une polarisation, soit des 
triplets (Jif, M" ', C) formes de €?c A -modules et d'un accouplement. On montre de plus 
que les morphismes de Lefschetz sont strictement compatibles aux nitrations ou restent 
des isomorphismes par restriction a A = 1. Ceci est obtenu en montrant que les espaces 
d'hypercohomologie sont des structures de Hodge pures ou des structures de twisteur 
pures. On en conclut que tous les ^-modules obtenus par oubli de la filtration a partir 
des ^-modules de Hodge polarisables ou par restriction a A = 1 de ^-modules avec 
structure de twisteur polarisable satisfont au theoreme de Lefschetz difficile. 
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(4) Les resultats du ([3]) sont obtenus par la methode de pinceaux de Lefschetz. On 
se ramene ainsi a les montrer dans le cas des courbes. 

- Pour les ^-modules de Hodge polarisables [Sai88j, on s'appuie sur les theoremes 
calculant la cohomologie L 2 obtenus par Zucker [Zuc79j, car la restriction d'un 
tel ^-module flit re a un ouvert de Zariski dense de la courbe n'est autre qu'une 
variation de Q-structure de Hodge polarisable. 

- Pour les ^-modules avec structure de twisteur polarisable, on commence par re- 
marquer que la restriction a un ouvert de Zariski dense fournit, par le dictionnaire 
du §[U un fibre holomorphe plat avec metrique harmonique. De plus, cette metrique 
est moderee, au sens de [Sim90j, ou sauvage, au sens explique au §[3J Les resultats 
de [Sim90] puis de |Moclla] dans le cas des courbes pour de telles metriques per- 
mettent d'adapter la methode de Zucker, comme indique dans Fintroduction (une 
approche un peu differente dans le cas modere est utilisee dans |Biq97| et |Sab05] ; 
voir aussi [Sab99j pour un lemme de Poincare L 2 dans le cas sauvage). 

(5) On arrive maintenant a la deuxieme partie du programme, qui est plus analy- 
tique. II s'agit d'identifier exactement les ^-modules holonomes produits au point ([3]). 
Dans la mesure ou on a mis en place, durant la preuve du theoreme 10 . 1 1 pour les cate- 
gories de ^-modules de Hodge polarisables ou avec structure de twisteur polarisable, 
les outils tels que l'image directe par un morphisme projectif et le theoreme de decom- 
position analogue a celui de [BBD82J, on peut ramener cette identification au cas ou 



le support Z est lisse et ou l'ouvert de Zariski Z° de lissite du ^-module holonome a 
pour complementaire un diviseur a croisements normaux. 

- Pour les ^-modules de Hodge polarisables, M. Saito [Sai90, Th. 3.21] les identifie, 
via la correspondance de Riemann-Hilbert, a ceux qui correspondent aux complexes 
d'intersection de variations de structure de Hodge polarisable. Un point delicat est 
la reconstruction, a partir d'une telle variation, d'un ^-module de Hodge polari- 
sable, et l'ingredient essentiel est le theoreme d'existence d'une structure de Hodge 
mixte limite, du a Cattani, Kaplan et Schmid d'une part, Kashiwara et Kawai 
de l'autre, ainsi que la description de celle-ci, generalisant en toute dimension le 
theoreme de Schmid en dimension 1 (voir l'introduction). 

- Pour les ^-modules avec structure de twisteur polarisable moderee, Mochizuki 
identifie les ^-modules holonomes produits au point fl3]) a ceux correspondant, par 
Riemann-Hilbert, aux complexes d'intersection de fibres plats munis d'une metrique 
harmonique moderee (voir le §[3]ci-dessous). La reconstruction (voir le §[3]) s'appuie 
aussi, in fine, sur la theorie asymptotique des variations de structure de Hodge 
polarisable. 

- Dans le cas sauvage, on se ramene d'abord a considerer une situation mieux 
controlee (cas sauvage et bon, voir §[3]). Mochizuki a montre, comme consequence de 
sa demonstration de la correspondance de Hitchin-Kobayashi sauvage (§Hj), l'exis- 
tence d'une compactification convenable (Z, D) de Z° pour laquelle cette propriety 
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est satisfaite. On peut desormais deconnecter cet argument de l'ensemble de la de- 
monstration, et utiliser ici les resultats de Kedlaya [KedlOt IKedll] (voir le § !3.2p . 
ce que je ferai pour simplifier l'expose. 

(6) La correspondance de Hitchin-Kobayashi, expliquee dans ce cadre a la section HI 
permet enfin a Mochizuki de mettre en correspondance bijective les fibres plats har- 
moniques moderes ou sauvages et bons sur (Z, D) avec les fibres meromorphes plats 
semi-simples lisses sur Z°, generalisant ainsi le theoreme de Corlette [Cor88j du cas 
projectif (voir aussi [JZ97J pour le cas quasi-projectif). Ceux-ci sont eux-memes en cor- 
respondance bijective avec les ^-modules holonomes semi-simples lisses sur Z°. La 
demonstration aux §§H]et |5]insistera sur l'aspect « reconstruction » (essentielle surjec- 
tivite dans le theoreme 16.21 ci-dessous) . II faut noter cependant que, dans le cas sauvage, 
l'aspect direct (les ^-modules obtenus au point ((2]) sont semi-simples) et la pleine fide- 
lite sont des points non triviaux car, notamment, on ne dispose pas du prolongement 
meromorphe canonique de Deligne (cf. § 13. 2p . Cette question est traitee au §19.3 de 
jMoclla] . 

En conclusion, les ^-modules holonomes produits au point ([3]) sont exactement les 
^-modules holonomes semi-simples sur X, ce qui termine la demonstration du theo- 
reme 10.11 

Remarque 2.1. — On a ici perdu un peu de symetrie entre fibres de Higgs et fibres 
plats. En effet, les fibres de Higgs harmoniques sauvages et bons sur (Z, D) sont en 
correspondance bijective avec les fibres de Higgs poly-stables avec nombres caracteris- 
tiques paraboliques nuls (voir le § 14.11) . Mais on ne sait pas identifier les objets de Higgs 
obtenus au point ([3]) par restriction a A = 0, en tant que <^r*x-modules coherents. 

3. FIBRES DE HIGGS SAUVAGES ET FIBRES MEROMORPHES 
PLATS A SINGULARITES IRREGULIERES 

3.0. Convention 

Dans tout ce texte, nous appellerons « situation globale » la donnee d'une va- 
riete projective lisse X et d'un diviseur D a croisements normaux dans X. On note 
j : X° := X \ D > X l'inclusion. Les composantes du diviseur, supposees lisses, sont 
indexees par un ensemble fini J. On se donne aussi un fibre en droites ample L sur X. 

Par « situation locale » , nous entendrons plutot que X est un produit A" de disques 
muni de coordonnees (zi, . . . , z n ), et D a pour equation Z\---Zi = 0, de sorte que 
l'ensemble fini J est ici egal a {1, ... , £}. 

3.1. Fibres de Higgs sauvages 

Considerons la situation locale. Soit (E, 8) un fibre de Higgs holomorphe sur X°. On 
ecrit le champ de Higgs sous la forme 9 = Yl\=i FA z i/ z i + YTj=i+i ^A z h ou ^ es Gj 
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sont des endomorphismes holomorphes de E. Les coefficients fi,k,9j,k des polynomes 
caracteristiques des Fi et des Gj sont des fonctions holomorphes sur X°. 

Le fibre de Higgs (E, 9) est modere (dans la carte consideree) si /j^, g^^ se prolongent 
en des fonctions holomorphes sur X (on notera de la meme maniere ces prolongements) 
et fi } k\Di est constante pour tous i, k. En particulier, les valeurs propres (et leur multi- 
plicite) de F,^. sont constantes et egales a celles de -Fj(O). Du fait de la condition de 
Higgs, les endomorphismes Fi, Gj commutent. On en deduit que (E, 9) se decompose lo- 
calement suivant l'ensemble Sp(#) des valeurs propres {a%, . . . , af) de (-F\(0), . . . , Fi(0)) 
en somme directe de sous-fibres de Higgs moderes (voir |Moc07t §8.2.1]) : 

(3.1*) (E a ,9 a ). 

aGSp(6>) 

Dans le cas « sauvage », les fonctions f\k, gj,k sont autorisees a avoir des poles le long 
de D, mais de maniere controlee. Travaillant toujours dans des coordonnees locales, on 
notera £?(*D) l'espace des fonctions meromorphes sur X a poles d'ordre arbitraire le 
long de D, et on s'interessera aux parties polaires @{*D}IG. 

Le fibre de Higgs (E, 9) a une decomposition sauvage sans ramification s'il existe une 
famine finie Irr(#) C ^(*D)/ff de parties polaires et une decomposition 

(3.1**) (E,9)= (E a ,9 a ) 

oelrr(0) 

telle que, pour chaque a G Irr(6'), le fibre de Higgs (E a ,9 a — do <S> Id) soit modere 
(cette condition ne depend que de la partie polaire a, et pas d'un relevement a &(*D), 
d'ou le raccourci de notation). Le fibre de Higgs {E,9) a une decomposition sauvage 
avec ramification s'il admet une decomposition (13.1 **p apres image inverse par un 
morphisme fini ramifie autour de D, decrit en coordonnees locales convenables par 
p : (xi, . . . , x n ) i — y (zi, . . . , z n ) = (xx 1 , • • • , x^ e ,X£ + i, . . . , x n ). Enfin, (E, 9) est dit sauvage 
si, pour tout point de D, il existe une modification projective n d'un voisinage de ce 
point telle que ir~ 1 (D) soit encore a croisements normaux et tt*(E,9) admette une 
decomposition sauvage avec ramification au voisinage de tout point de 7r _1 (D). 

Exemple \1.2\ suite. — Puisque ip est sans terme constant, on peut ecrire ip = d(a + if) 
avec 7] holomorphe et a holomorphe en z~ l sans terme constant. Le fibre de Higgs (E, 9) 
est modere si et seulement si a = 0. II est sauvage si et seulement si if) est meromorphe 
en z = (i.e., a G ,2 _1 C[y]). 

Remarques 3.2 

(i) Ce sera une constante du traitement « modere /sauvage » que de ramener le cas 
sauvage au cas modere par adjonction de tels da et sommes directes, eventuellement 
avec ramification. Le cas des fibres plats se compliquera par l'introduction de structures 
de Stokes, qui n'apparaissent pas pour les fibres de Higgs. 
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(ii) Les conditions ci-dessus ne dependent pas du choix des coordonnees adaptees 
a D, et si dimX = 1 elles se reduisent a l'holomorphie (resp. la meromorphie) sur X 
des coefficients du polynome caracteristique de F\. En dimension ^ 2, la propriete de 
« decomposition sauvage avec ramification » implique qu'apres ramification, le poly- 
nome caracteristique xf^T) de F{ se decompose en ria-^.a(^ — z id Zt o), ou les Pj )0 (T) 
sont a coefficients holomorphes pour tous i, a, et \q (T) = Yl a Pj,a{T — d Zi a), ou les Pj A 
sont a coefficients holomorphes. Cette derniere propriete est a priori plus forte que la 
meromorphie des coefficients des Xf^XGj- 

(iii) Les conditions « modere » ou « sauvage » ne disent rien sur l'eventuel prolonge- 
ment du fibre E en un fibre sur X ni, le cas echeant, du prolongement des F^, Gj comme 
endomorphismes meromorphes ou holomorphes de ce fibre prolonge. 

(iv) Ces conditions sont preservees par image inverse par un morphisme / : 
(X', D') (X, D) de varietes munies d'un diviseur a croisements normaux avec 
D' = f^ 1 (D). Inversement, etant donne (E,6) sur X°, existe-t-il une modification 
propre ir : X' — > X qui est un isomorphisme au-dessus de X°, telle que X' \ X° 
soit un diviseur d croisements normaux, et que (E, 6) admette une decomposition 
sauvage avec ramification sur X' ? Puisqu'une telle modification est un isomorphisme 
hors d'un ensemble de codimension 1 dans D, il est necessaire a priori que 9 soit 
sauvage au voisinage de tout point d'un ouvert de Zariski dense de D. Reciproquement, 
Mochizuki montre |Moclla[ Chap. 15] que c'est bien le cas si les proprietes suivantes 
sont satisfaites : 

- D est a croisements normaux dans X, 

- 9 admet une decomposition sauvage avec ramification generiquement le long 
de D, 

- au voisinage de tout point de D, et dans des coordonnees locales adap- 
tees, on a, apres ramification finie eventuelle, une decomposition xf^T) = 
riaeA, Pi,a( T ~~ z i9z x o) comme plus haut. 

3.2. Fibres plats a singularites irregulieres 

Arretons-nous un instant pour imaginer l'analogue des deux proprietes « modere/ 
sauvage » pour un fibre holomorphe plat (V, V) sur X° lorsque D est a croisements 
normaux. Considerer comme ci-dessus les polynomes caracteristiques des coefficients 
de la matrice de connexion n'a plus de sens, mais il existe un unique prolongement 



meromorphe|( 2 )| de (V, V) dans une base duquel les sections horizontales de la connexion 
ont des coefficients a croissance moderee (prolongement de Deligne). De plus, il existe un 
prolongement holomorphe canonique sur lequel la connexion est a poles logarithmiques, 
et les residus le long des composantes de D sont constants. C'est la situation « moderee » 
(a singularites regulieres), qui se comporte done mieux que l'analogue pour les fibres 
de Higgs. L'analogue de la propriete « sauvage » necessite par contre un prolongement 
meromorphe de reference du fibre V pour etre definie, contrairement au cas Higgs. 



2. i.e., un ^x(*-D)-niodule localement libre de rang fini "f muni d'une connexion integrable V. 
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Tout prolongement meromorphe V) distinct du prolongement de Deligne sera dit a 
singularites irregulieres. Dans la situation de l'introduction, si Z est lisse, la condition 
d'algebricite de (V, V) fournit un prolongement meromorphe bien determine du fibre 
holomorphe associe (V, V) an . 

La propriete de decomposition (apres ramification) parametree par des parties po- 
laires a analogue a (13. 1 **p n'est pas satisfaite en general, meme si dimX = 1. Dans 
ce cas, elle n'est satisfaite que si on autorise des changements de jauge formels pour la 
connexion. 

Pour dimX = 2, il etait conjecture (et demontre dans quelques cas particuliers) dans 
[SabOO, Conj. 2.5.1], qu'une telle propriete est satisfaite apres eclatements de X. Cette 
propriete a ete demontree par T. Mochizuki [Moc09aJ lorsque la connexion est definie 
algebriquement, par une methode de reduction a la caracteristique p et une utilisation 
de la p-courbure comme ersatz d'un champ de Higgs, pour laquelle on peut appliquer un 
enonce du type de celui de la remarque !3.2l(livl) . Quelque temps apres, Kedlaya |KedlO] 
a propose une demonstration completement differente du meme enonce, sans condition 
d'algebricite de la connexion. Elle repose sur des techniques inspirees des equations 
differentielles p-adiques. 

Dans |Moclla] Th. 16.2.1], T. Mochizuki a etendu ce resultat en toute dimension 
(toujours pour une connexion definie algebriquement), en s'appuyant sur le resultat en 
dimension 2 et en utilisant une metrique harmonique pour faire l'aller-retour entre fibre 
plat et fibre de Higgs par la correspondance de Hitchin-Kobayashi sauvage expliquee 
plus bas. De ce fait, la demonstration contient une grosse partie d'analyse. Par ailleurs, 
Kedlaya |Kedll] a aussi pu etendre ses propres methodes a la dimension quelconque, 
sans hypothese d'algebricite. 

Theoreme 3.3 f |Moc09al iMocllaj . [KedlOj iKedTT] ). - - Soit X' une variete algebn- 
que lisse (resp. un germe de variete analytique complexe) et soit (T 7 , V) un fibre mero- 
morphe sur X' a connexion integrable, holomorphe sur un ouvert de Zariski X'° de X' . 
II existe alors une modification projective 7t : X — > X' avec X lisse, qui est un isomor- 
phisme au-dessus de X'°, telle que X \ X'° soit un diviseur a croisements normaux D, 
et qu'en tout point x G D, le formalise {Cx,x®e x ^ V) se decompose, apres ramification 
eventuelle autour des composantes locales de D, sous la forme 

0Slrr a; (V) 

oil V„ eg := V a — da <S> Id^ est a singularites regulieres ( \De\70\ ). 

Ce theoreme, tel que demontre par ces auteurs dans sa version plus precise avec la 
propriete (Bon) ci-dessous, etait le chainon manquant pour analyser les singularites 
irregulieres de systemes holonomes d'equations aux derivees partielles. 

Exemple W .2\ suite. — Pour A 7^ 0, la dichotomie singularite reguliere/irreguliere pour 
(V x , ^-V A ) est la meme que la dichotomie modere/sauvage du cas Higgs. 
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3.3. La condition « sauvage et bon » 

La propriete de decomposition (13.1 **p (apres ramification locale autour des compo- 
santes du diviseur D) pour un fibre de Higgs ou, en prenant des coefficients formels, pour 
un fibre meromorphe a connexion plate, est encore insuffisante lorsque n = dimX ^ 2 
pour l'analyse des proprietes asymptotiques d'une metrique harmonique ou du phe- 
nomene de Stokes. Par exemple, dans le cas de deux variables X\,X2, on cherche a 
eviter l'existence de sections horizontales de la connexion qui ont un comportement en 
exp(xi/x2) a cause de la forme « indeterminee » de la limite de X1/X2 quand X\, X2 — > 0. 
Par contre, on accepte exp(l/x2) ou exp(l/xiX2). 

Dans des coordonnees locales adaptees au diviseur comme au § 13. 1[ on associe a toute 
partie polaire a £ &{*D)/ ecrite sous la forme X^me^xN™-* a mZ m , le polyedre de M. n 
enveloppe convexe des octants R™ (pour negliger 0) et m + M." pour lesquels a m ^ 0. 

Une famille finie 5* de parties polaires, telle que Irr(#), est dite bonne si la propriete 
suivante est satisfaite : 

(Bon) les polyedres de Newton des parties polaires a — b, pour o, b £ S U {0}, sont des 
octants de sommets dans — N e x {0 n _^} et sont deux a deux emboites. 

[Pour plusieurs questions, on peut se contenter de la condition plus faible que les poly- 
edres des a — b, pour o, b £ S, sont des octants de sommets dans — W x {0 n _^}, auquel 
cas elle ne concerne que les fibres de rang ^ 2. Notons aussi que l'une ou l'autre de ces 
proprietes est toujours satisfaite en dimension 1.] 

On dit qu'un fibre de Higgs sur X° est sauvage et bon le long de D si la decomposi- 
tion (13.1 **p a lieu au voisinage de tout point de D apres ramification locale, avec un 
ensemble local Irr(#) bon. 

De meme, on dit qu'un fibre meromorphe plat (Y, V) sur X a poles le long de D 
admet une bonne structure formelle le long de D si, pour tout point x £ D, le fibre 
a connexion tensorise par C[zi, . . . , zjfl/zi . . . Zi] admet, apres ramification, une de- 
composition ( I3.3l*p parametree par un ensemble fini et bon Irr^V) C 0{*D)/ Cette 
propriete a ete utilisee lorsque D est lisse, dans l'etude des deformations isomonodro- 
miques d'equations differentielles d'une variable a singularites irregulieres. Les premiers 
travaux dans le cas des croisements normaux, apres les premiers cas consideres dans 
|LvdE82] . sont ceux de Majima [Maj84|, poursuivis par |Sab00] dans le cas de deux 
variables. La situation est maintenant claire grace a l'analyse tres detaillee faite par 
T. Mochizuki dans |Mocllcl IMocllaj . 

Comme pour les singularites regulieres avec le prolongement canonique de Deligne 
|Del70], il est important de pouvoir travailler avec un ^x- m °dule coherent V tel que 
"V = &x{*D) ®ff x V, appele reseau de L'existence globale d'un tel reseau n'est 
pas evidente. Meme dans la situation locale, lorsque V) admet une bonne struc- 
ture formelle, il n'est pas clair qu'existe un reseau dont le formalise soit adapte a la 
decomposition ( I3.3l*p . L'existence d'un tel reseau est pourtant essentielle pour exhiber 
les proprietes asymptotiques des sections horizontales de la connexion au voisinage du 
diviseur : c'est d'abord dans une base locale d'un tel reseau qu'on arrive a les exprimer. 
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Definition 3.4 (Bon reseau |Mocllat §2.3]). - - Un bon reseau est un ff x -sous- 
module coherent sans torsion V du fibre meromorphe "V , qui I'engendre par tensori- 
sation par &x{*D) et tel que le formalise V := &x,x ®@ Xx ^ en chaque point x G D 
soit la partie invariante par Faction du groupe de Galois d'une ramification locale 
d'un bon reseau non ramifie, c'est-a-dire qui se decompose de maniere compatible a la 
decomposition f !3.3l*p de <ffx,x ®ff x x > de sorte que sur la composante (V a , VJj eg ) soit 
a poles logarithmiques au sens de [De l70| . 

Malgrange |Mal96] a montre l'existence d'un « reseau canonique » qui est bon sur 
un ouvert de Zariski dense de D. La construction est locale et, comme pour le reseau 
canonique de Deligne dans le cas des singularites regulieres, c'est en controlant les resi- 
dus le long des composantes de D que Malgrange peut globaliser diverses constructions 
locales. Ce reseau est appele reseau canonique de Deligne- Malgrange par Mochizuki. Du 
point de vue de l'analyse asymptotique au voisinage des singularites de D, ce reseau 
est encore insuffisant, mais Mochizuki montre : 

THEOREME 3.5 ( |Mocllc[ Cor. 2.24]). - - Si (Y, V) admet une bonne structure for- 
melle le long de D, alors le reseau canonique de Deligne- Malgrange est bon en tout 
point de D. 

Remarques 3.6 

(i) La notion de bon reseau s'etend de maniere evidente au cas d'une A-connexion si 
A 7^ 0. Dans le cas Higgs (A = 0), il est meme inutile de passer au formalise. 

(ii) Dans les resultats mentionnes a la remarque I3.2l(irvl) ainsi qu'au theoreme 13. 3\ 
c'est la propriete « sauvage et bon » qui est obtenue apres eclatements, autrement dit 
les ensembles 1tt x (8) et Irr x (V) sont bons pour tout x G D. 

(iii) Dans la suite, nous admettrons le theoreme 13.3} dans la mesure ou il possede 
maintenant une demonstration independante par Kedlaya. Dans |Moclla] . Mochizuki 
ne pouvait pas se permettre ce raccourci, n'ayant alors pas a sa disposition ce theoreme, 
et il l'a demontre par les arguments indiques plus haut, que nous n'expliciterons pas. 

3.4. Fibres harmoniques sauvages (et bons) 

La propriete « modere » ou « sauvage » pour un fibre plat (ou de Higgs) muni d'une 
metrique harmonique porte sur le champ de Higgs associe. Dans le cas d'une courbe, 
la propriete « modere » a ete introduite par Simpson [Sim90j. Elle a ete etendue par 
Biquard |Biq97| au cas ou D est un diviseur lisse, puis par Mochizuki [Mo c02l lMo c07j 
a celui ou D est un diviseur a croisements normaux. La condition « sauvage », deja 
mentionnee par Simpson |Sim90] , a ete consideree sur les courbes dans [Sab99] IBB04[ 
Sab09j et enfin, en toute generalite, dans |Moclla] . 

DEFINITION 3.7. - - Un fibre plat harmonique (V, V ,h) (resp. un fibre de Higgs harmo- 
nique (E,9,h)) sur X° est sauvage (resp. sauvage et bon) si le fibre de Higgs associe 
(E,9) est sauvage, voir $ 13. II (resp. sauvage et bon, voir §\3.3\) . 
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Remarques 3.8 

(i) Pour un fibre de Higgs harmonique, l'holomorphie des (voir § 13. ip implique la 
Constance des fi t k\Di (voir [Moc07t Lem. 8.2]). Dans le cas d'un fibre de Higgs harmonique 
satisfaisant a ( 13.1 **p . il n'est pas clair a priori que les composantes (E a , 9 a — da <S> Id), 
munies de la metrique induite, soient harmoniques. II faut done les traiter comme des 
fibres de Higgs quelconques, et imposer la Constance des fi^\D t - 

(ii) Mochizuki |Moc07t Chap. 8] donne, pour un fibre de Higgs harmonique, un critere 
de moderation par restriction aux courbes transverses a la partie lisse de D, reminiscent 
de celui donne par Deligne |Del70] pour les connexions plates a singularites regulieres. 



4. CORRESPONDANCE DE HITCHIN-KOBAYASHI SAUVAGE 

Dans la suite du texte, nous allons esquisser la demonstration du fait que tout 
^x- m °dule holonome simple provient d'un ^-module holonome avec structure de twis- 
teur polarisable (point ([3]) du §[2]). Nous commengons par la fin, a savoir le point 

Dans la situation globale (voir convention I3.0p . soit (V, V) un fibre algebrique plat 
sur X°. II correspond de maniere biunivoque a un <^x(*-D)-niodule coherent Y a 
connexion plate V. Supposons (V, V) simple. Mochizuki montre l'existence d'une me- 
trique harmonique pour (V, V) avec de bonnes proprietes. Decrivons les etapes en ren- 
voyant plus bas pour les definitions precises. 

(a) La construction de Malgrange d'un reseau canonique |Mal96] permet de munir 
(Y, V) d'une filtration parabolique m Y DM . 

(b) Etant donne un fibre ample L sur X, on associe a tout ^x(*-D)- m odule coherent 
plat parabolique une pente /i^, d'ou une notion de /z^-stabilite. Alors (Y, V) est simple 
si et seulement si (Y, > ^ /DM ) V) est /x^-stable. 

(c) On a aussi une notion de nombres caracteristiques paraboliques. D'apres le theo- 
reme I3T31 (en utilisant la version de Kedlaya), quitte a changer X et D, on peut meme 
supposer que (Y, V) admet une bonne structure formelle le long de D. Dans ce cas, les 
nombres caracteristiques de (Y , # ^ DM ) sont nuls. 

(d) La correspondance de Hitchin-Kobayashi consiste alors, dans ce cadre, en la 
construction d'une metrique harmonique h pour (V, V) adaptee a la filtration (,'^ /DM ), 
d'ou un fibre de Higgs harmonique (E, 6, h) et une variation de structure de twisteur 
polarisee pure de poids sur X°. Cette construction repose aussi sur le fait que le fibre 
de Higgs harmonique (E, 9, h) ainsi obtenu est sauvage et bon. 

Les questions qui restent en suspens sont de savoir si (E, 9) se prolonge (et comment) 
a X, et si la variation de structure de twisteur polarisee se prolonge (et comment) a X. 
Nous les aborderons au §[5j 



1050-18 



4.1. Filtrations paraboliques et metriques adaptees 

Nous nous plagons dans la situation locale ou globale (convention 13. Op . Mochizuki a 
considere une propriete analogue a la propriete suivante dans |Moc07[ §4.2]. 

Filtration parabolique. - - Soit un ^x(*-D)- m °dule coherent sans torsion. Une fil- 
tration parabolique de consiste en la donnee d'une filtration croissante, indexee 
par R 3 muni de son ordre partiel naturel, de par des sous-^x- m odules coherents 
sans torsion a E, qui satisfait aux proprietes suivantes : 

(1) (translation) pour tout a e R J , on a c^E = @x(*D) £g)^ x a E et, pour tout n e Z J , 
a - n E = O x {~ J2ie3 n i D i) °-E ; 

(2) (finitude) il existe pour tout i G J un sous-ensemble A-i C R fini modulo Z tel 
que la filtration soit determinee par sa restriction a A = Yli&^ ij c 'est-a-dire que pour 
tout a' E R 3 , on a a ,E = \J a eA a E. 

Si les a E sont ^-localement libres, on dira aussi que (ooE, ,E) est un fibre mero- 
morphe parabolique sur (X,D). Si ^E est localement libre de rang 1, la donnee d'une 
filtration parabolique est equivalente a la donnee de 6 G l 3 modulo Z 3 . On a alors lo- 
calement a E ~ ^x(X]J a * + bi]Di). La proposition suivante simplifie differentes notions 
introduites dans |Moc061 Chap. 3], |Moc(M Chap. 4] et [IS071 §2]. 

PROPOSITION 4.1 f |Bor091 Th. 2.4.20], |HS101 Th.4.2]). - - Tout fibre meromorphe 
parabolique (ooE, ,£) sur (X,D) est localement abelien, i.e., localement isomorphe a 
une somme directe de fibres paraboliques de rang 1 . 

DEFINITION 4.2. - - Soit (^E^E) un fibre meromorphe parabolique sur (X,D). Une 
base locale e de ^E comme £?x{*D) -module est dite adaptee a la filtration parabolique 
si elle definit une decomposition de (ooE^.E) en fibres paraboliques de rang 1. Chaque 
element e k a alors un multi-ordre a{k). On associe a e une base normalisee e' definie 
par 4 = nLi N ai(fc) • e fe . 

Nombres caracteristiques paraboliques. - - Soit (ooE, ,E) un fibre meromorphe parabo- 
lique. Considerons l'un des fibres a E (pour a £ A, c'est suffisant). Sur chaque compo- 
sante Di de D on dispose alors du ^--module localement libre a E/ a -iE, si a _i est le 
predecesseur de a dans la direction i uniquement. Notons a E\\Di ce fibre et Tg a E\\£>. son 
rang. On observe que, pour b e A, la restriction usuelle bE\Di = bEjb-uE a pour rang 

Tg b E\ Dl = ^ T SaE m 

a,iE]bi— l,bi] 

DEFINITION 4.3 ( |Moc06t §3.1.2]). - - Dans la situation globale, soit L un fibre ample 
sur X . Le degre parabolique par- deg i ( 00 £', ,E) est defini par la formule, independante 
du choix de b £ M? , 

par-deg L ( OOJ E,.E) = deg Lb E - ^ ( ^2 ang a E llD ^J deg L D { . 

i& OiE]bi-l,bi] 

La pente Hl(ooE, ,E) est le quotient par- deg L ( 00 £', ,E)j rg^i?. 
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On peut aussi definir une classe par-ci( 00 i?, ,E) en remplagant dans la formule ci- 
dessus le nombre deg L Di par la classe [Di] dans H 2 (X, M) et deg L bE par ci(bE), et on 
peut aussi definir un nombre par- deg L cl^oo-E, ,E) (voir loc. cit.). 

Metrique hermitienne adaptee a une filtration parabolique. - - Dans la situation locale, 
soit (ooEj.E) un fibre meromorphe parabolique sur (X, D). Soit par ailleurs h une 
metrique hermitienne sur E = oqE\x°- Pour chaque agl 5 , definissons le sous-faisceau 
de <^x- m °dules a E C j*E par 

Vf/cX, a E(U) = {eeE(U\D) | Vs > 0, \e\ h = 0( Y\ i& \zi\- a ^ £ ) loc. sur Zl}, 

et ooE = [J aa E, qui est un €?x{*D)-modu\e, filtre par les ^"x-sous- modules sans tor- 
sion a E. En general, ces faisceaux n'ont aucune propriete de coherence. 

DEFINITION 4.4 ( |Moc06[ §3.5]). - - La metrique h est dite adaptee au fibre mero- 
morphe parabolique (ooE, .E) si a E = a E pour tout a e M? . 

4.2. La filtration de Deligne-Malgrange 

Revenons a notre probleme, dans la situation globale. Soit V) un €?x{*D) -module 
coherent a connexion integrable. Lorsque (^, V) est a singularites regulieres le long 
de D, Deligne [Del70j a construit un fibre vectoriel canonique, sur lequel la connexion 
est a poles logarithmiques et les valeurs propres a« de l'endomorphisme residu sur la 
composante Di de D ont une partie reelle dans [0, 1[. Pour chaque a G M 3 , on peut 
definir le fibre a connexion logarithmique a Y en imposant que — Re a.; G Ja^ — l,a«] 
pour tout i G J. On obtient ainsi la filtration canonique de Deligne et un fibre me- 
romorphe plat parabolique V), tout ceci compatible a la formation du deter- 
minant. Dans le cas de rang 1, la connexion sur le fibre C°° associe est a coefficients 
distributions, et la formule de Chern-Weil (au sens des courants) pour Ci^^) montre 
que par-ci(y,.T) = 0, et ceci reste vrai en tout rang par passage au determinant, de 
meme que l'egalite par-deg L (T, .Y) = 0. 

On remarque aussi que tout ^(♦-D) -sous-module coherent de "V stable par la 
connexion est encore 6 x(*-D)-localement libre, et la connexion y est encore a singu- 
larites regulieres. De plus, la filtration de Deligne de "f induit sur ce sous-module sa 
propre filtration de Deligne. 

On dira que le fibre meromorphe plat parabolique (Y , .Y ,V) est /i^-stable si tout 
sous-fibre meromorphe plat, muni de la filtration parabolique induite, est de pente 
strictement plus petite. 

On verifie alors que (Y, m Y, V) est /^-stable si et seulement si (T 7 , V) est simple (en 
effet, la filtration de Deligne induit sur tout sous- fibre meromorphe plat non trivial la 
filtration de Deligne de celui-ci, qui est done de pente nulle, en contradiction avec la 
stabilite). 

Lorsque (Y, V) est a singularites irregulieres, Malgrange [Mal96j a construit un re- 



seau canonique (cf. § 13. 3p en imposant des conditions analogues sur les residus des 
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connexions V^ eg , qui existent a priori sur un ouvert de Zariski dense de chaque Di. 
On en deduit une nitration canonique (.Y DU ,V), dite de Deligne-Malgrange. II faut 
noter que chaque ( a Y DM ,V) n'est pas necessairement logarithmique, et n'est pas ne- 
cessairement localement libre. Neanmoins, chaque a Y DM est (^-coherent et reflexif 
(voir jMocllal Lem. 2.7.8]). 

Si de plus (Y, V) admet une bonne structure formelle le long de D alors, comme 
indique au § 13. 3^ le reseau canonique de Deligne-Malgrange est localement la partie 
invariante dans une ramification d'un reseau qui se decompose formellement au voisi- 
nage de chaque point de D comme (Y, V). II en resulte que c'est un fibre vectoriel, 
et (Y,,Y ) est un fibre meromorphe plat parabolique. Dans le cas de rang 1, se 
preoccuper de bonte et de ramification est superflu et, utilisant le quasi-isomorphisme 
Q'(\ogD) ~ Q'(*D) (voir [Del70, Prop. II.3.13]), on montre que la connexion V + d sur 
^x^)Y s'ecrit comme la somme d'une connexion plate C°° logarithmique et d'une forme 
exacte dip avec ip G T{X^x{*D)). II s'ensuit que, comme dans le cas logarithmique, 
on a, en tout rang, par-Ci^, ,Y) = et par- deg L {Y , .Y) = 0. 

On montre de meme que tout ^x(*-D)-sous-module coherent de Y stable par la 
connexion est encore ^(♦-DHocalement libre, et admet une bonne structure formelle 
le long de D (avec des facteurs exponentiels locaux contenus dans ceux de (Y, V)). 
Enfin, la filtration de Deligne-Malgrange de Y induit celle de ses sous-modules. 

On en deduit, de meme que plus haut, l'equivalence /i^-stabilite de (Y, t Y DM , V) <^=^ 
simplicite de (Y, V) (voir jMocllal §2.7.2.2]). On a aussi : 

Proposition 4.5 ( jMocllal Cor. 14.3.4]). - - On a par-deg L ch 2 (.^ DM ) = 0. 

4.3. Construction d'une metrique harmonique adaptee 

On suppose que (Y, V) est simple et admet une bonne structure formelle le long de D. 
On cherche a construire une metrique harmonique adaptee a la structure parabolique 
de Deligne-Malgrange. 

Le cas de rang 1. - - II est instructif de commencer par considerer le cas des fibres de 
rang 1. On remarque d'abord que, en rang 1, la pseudo-courbure G(V,h) (cf. (II. ip ) 
est egale a deux fois la courbure de h (voir |Moc09bl Lem. 2.31]). II s'agit done de 
construire une metrique a courbure nulle adaptee a une filtration parabolique, elle- 
meme deter minee par la donnee de a G MP. On construit une metrique singuliere ho 
sur a Y en imposant d'abord que, dans toute situation locale, une base locale e de a Y 
ait pour norme ||e||i/j = \z\~ a ■ ||e||h loc , ou h\ oc est une metrique C°° locale sur a Y, puis 
en utilisant une partition de l'unite pour recoller. La courbure R(ho) est la somme d'une 
forme C°° fermee R'(h ) de type (1, 1) sur X et d'un courant ferme de type (1, 1) porte 
par D, et sa classe est Ci( a Y). La correction parabolique est faite pour que la classe de 
R'{ho) soit egale a par-ci(7 / , .Y), dont on a vu plus haut qu'elle est nulle. La theorie 
de Hodge implique alors que R'(h ) = ddg pour une certaine fonction g de classe C°°, 
et la metrique h = e~ 9 ho est encore adaptee a a Y et de courbure nulle. 
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Le cas des courbes. - - Dans la situation globale, soit X une courbe algebrique lisse et 
(Y, V) un fibre meromorphe a connexion sur (X, D). La filtration de Deligne-Malgrange 
est definie de maniere classique dans ce cas (voir [Mal96j) et la condition de bonte est 
trivialement satisfaite. Supposons (Y, V) simple. II resulte essentiellement des travaux 
de Simpson |Sim90j (voir |Sab99j) qu'il existe une metrique harmonique h pour {Y\x», V) 
adaptee a la filtration de Deligne-Malgrange. 

Dans [BB04J Biquard et Boalch etendent ce resultat a une situation parabolique plus 
generale, et le precisent en une correspondance de Hitchin-Kobayashi entre fibres plats 
et fibres de Higgs. 

Dans |Moclla] §13.4], Mochizuki donne une autre demonstration de ce resultat, 
dans l'esprit de celle de |Sim90j . et il precise une propriete d'unicite de la metrique 
harmonique. 

Un theoreme de type Metha-Ramanathan. - Ce resultat de reduction aux courbes 
generales lorsque dimX ^ 2 est important a plusieurs endroits de la preuve qui suit. 
L'argument de Simpson |Sim92j a deja ete generalise par Mochizuki dans [Moc06j au 
cas des singularites regulieres, et la demonstration est etendue au cas des singularites 
irregulieres : 

PROPOSITION 4.6 ( |Mocllat Cor. 13.2.3]). - - Dans la situation globale, soit (Y, V) un 
fibre meromorphe plat a poles le long de D et L un fibre ample sur X. Alors {Y, V) 
est simple si et seulement si sa restriction a toute courbe intersection complete assez 
generale de sections de L® mv , pour une suite m v — > +oo, est simple. 

Construction d'une metrique harmonique adaptee. - - Soit (Y, V) un fibre meromorphe 
plat sur (X,D). Supposons que (Y, V) admette une bonne structure formelle le long 
de D, et donne ainsi lieu a un fibre meromorphe plat parabolique {Y , ."f DM , V). Sup- 
posons aussi que {V , V) est simple, de sorte que (Y, t Y BM , V) est /x^-stable, a nombres 
caracteristiques nuls. De plus, comme indique plus haut, la premiere classe de Chern 
parabolique est nulle. On peut definir un fibre meromorphe plat parabolique de rang 1, 
a savoir le determinant det(f, .r DM , V), qui est aussi a par-ci nul et qui, d'apres ce 
qu'on a vu plus haut, admet une metrique harmonique h^ ct . 

Theoreme 4.7 f |Moc07l Th. 25.28], |Moc09bl Th. 5.16], jMocllal Th. 16.1.1]) 

Dans ces conditions, il existe une unique metrique harmonique adaptee a (Y, t Y DM , V) 
normalisee par det(h) = h^ et . De plus cette metrique fait du fibre de Higgs harmonique 
associe (E, 9, h) un fibre de Higgs sauvage et bon. 

Considerons d'abord la derniere propriete, qui sera utile pour montrer l'unicite, et en 
dernier ressort l'existence en dimension ^ 3. C'est un resultat plus general. 

PROPOSITION 4.8 (l'adaptation implique la sauvage bonte, [M oclla[ Prop. 13.5.2]) 

Soit [Y , V) un fibre meromorphe plat sur (X, D) admettant une bonne structure 
formelle le long de D. Supposons aussi (Y, V)|x° muni d'une metrique harmonique h 
adaptee a t Y DM . Alors le fibre de Higgs harmonique associe (E, 9, h) est sauvage et bon. 
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Unicite dans 14.71 - Prenons deux telles metriques hi et hi- En restriction a une 
courbe generale C comme en 14. 6[ (Y, V) est simple et sauvage (automatiquement bon 
en dimension 1). Anticipant sur la section suivante (Theoremes l5.2l et 15. 3p . l'estimation 
du theoreme I5.2IT HTT) pour ( m i /DM ,h) se restreint a la courbe C, ce qui permet de voir 
que les restrictions de hi, hi a C° sont adaptees a (.^ /DM )\c- L'unicite vue plus haut 
dans le cas des courbes montre que hi\c° — hi\c°- Puisqu'on peut faire passer une telle 
courbe generale par chaque point de X°, on en deduit l'unicite. 

Existence dans 14.71 - - La technique a ete developpee par Mochizuki dans le cas modere 
dans |Moc071 IMocO Qbj et s'adapte au cas sauvage et bon a Faide des result ats deja 
obtenus et ceux des paragraphes 15.21 et 15.31 ci-dessous. Resumons-la tres rapidement. 

D'une part Mochizuki etend des resultats de Donaldson et Simpson (voir |Sim88j), et 
d'autre part il commence par le cas des surfaces. Dans ce cas, il construit une famine, 
parametree par e > 0, de perturbations de la structure parabolique pour supprimer 
l'eventuelle partie nilpotente des gradues paraboliques des residus de VJj eg le long des 
composantes de D. A l'aide des resultats de Donaldson et Simpson generalises, et a 
partir d'une metrique convenable sur les differents fibres gradues paraboliques plats sur 



les composantes Di, il obtient pour chaque e une metrique harmonique|^J adaptee a la 
filtration parabolique perturbee. II montre ensuite la convergence de ces metriques pour 
£ — > 0, en un sens convenable, vers une metrique harmonique[^] adaptee a la filtration 
parabolique (.^ DM ). 

Le cas de la dimension ^ 3 se traite grace a l'argument d'unicite : la metrique definie 
sur chaque surface assez generale, grace a 14. 6[ est bien la restriction d'une metrique 
existant sur X°, et elle satisfait aux proprietes requises. 



5. PROLONGEMENT DE FIBRES HARMONIQUES SAUVAGES 

5.1. Les problemes du prolongement 

On se place dans la situation locale. Soit (E, 8, h) un fibre de Higgs harmonique 
sauvage et bon sur X°. On cherche en particulier a resoudre les problemes suivants : 

(a) prolonger le fibre E en un fibre meromorphe $ (i.e., ^x(*-D)- m odule localement 
libre de rang fini) sur X, 

(b) montrer que 9 se prolonge de maniere meromorphe au prolongement S (i.e., les 
coefficients de 9 dans une base locale de $ sont meromorphes) , 

(c) pour chaque A, prolonger aussi les fibres plats (V x , V) en des fibres meromorphes 

plats (r A , V). 

(d) effectuer ce dernier prolongement de maniere holomorphe par rapport a A. 

3. au premier sens de la note page[S] 

4. au sens « pluri-harmonique » de la note page[SJ 
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On explique dans cette section comment Mochizuki procede dans le cas sauvage et 
bon [Mocllaj . apres avoir resolu ces questions dans le cas mo dere |Moc07j . 

Dans la mesure ou le probleme de prolongement local est resolu canoniquement a 
l'aide de la metrique (voir ci-dessous), il conduit a des resultats applicables dans la 
situation globale. 

5.2. Fibres holomorphes hermitiens acceptables 

Considerons la situation locale. Soit (E, h) un fibre holomorphe hermitien sur X°. La 
condition d' acceptability remonte a Particle de Cornalba et Griffiths |CG75| . et a ete 
utilisee dans ce cadre par Simpson [Sim88, Sim90j : 

Definition 5.1. - - Le fibre hermitien (E, h) est acceptable si la norme de la courbure 
de h, calculee par rapport a h elle-meme (sur le fibre des endomorphismes) et a la 
metrique de Poincare sur U \ D, est bornee. 

Mochizuki raffine les resultats sur les fibres acceptables de la maniere suivante, avec 
la notation utilisee a la definition 14.41 : 

Theoreme 5.2 f |Moc07] et jMocllal 21.3.1-3]) 

(i) Si (E,h) est acceptable, alors chaque a E est 6 \-localement libre et ( a E) fait 
de ooE un fibre meromorphe parabolique (ooE, ,E). 

(ii) De plus, si e est une base locale de ^E adaptee a la decomposition donnee par 
la proposition 14.11 et e! la base normalisee associee (voir definition 14.2)) . les valeurs 
propres r)(z) de la matrice h(e', e') de la metrique dans cette base satisfont aux inegalites 

t f 

i=i ' i=i 

pour C, C, N positifs convenables, en posant L(z) = |log \z\\ (\z\ < 1 ). 

(iii) Enfin, le fibre (End^i?, h) est aussi acceptable, et oEndoo-E est le faisceau des 
endomorphismes de ^E qui preservent la filtration a E et dont la restriction a chaque 
composante Di preserve la filtration naturelle de a E\Di ■ 

5.3. Acceptability des fibres harmoniques sauvages et bons 

Restons dans un cadre local comme plus haut. Soit (E, 6, h) un fibre de Higgs har- 
monique sur X°. La courbure de la connexion de Chern se calcule, du fait de l'har- 
monicite, par la formule R(h,dE) = —[9,9*]. Plus generalement, pour tout A G C, 
R(h,d E + A6 11 ") = —(1 + lA] 2 )^, 9*]. Lorsque (E,9,h) est sauvage et bon, Mochizuki 
montre Pacceptabilite de (E, h), qui entraine done celle de tous les (V x , h). Plus preci- 
sement, il donne une interpretation geometrique de cette propriete, que nous decrivons 
maintenant, generalisant celle donnee par Simpson |Sim90] en dimension 1 et dans la 
situation moderee. 



1050-24 



La decomposition ( 13.1 **P peut se raffmer : (E, 9) ~ ®( aa ){E( a ,a), 8(a,a)), en utilisant 
(13.1 *p . Cette decomposition ne depend que du champ de Higgs, et on va 1 'analyser par 
rapport a la metrique h. On dira que £7( a ,ct) es t <?(a,c*),(b,/3)-Gsympfofa'g«emen£ h-orthogonal 
a E(b t p) si la norme de la projection de E^,/3) sur ^(a,a) parallelement a E, a h a -, et celle 
de £/( ,£») sur E(t,,p) parallelement a E, b h ^ sont localement bornees par une fonction 

Dans la suite, on prendra g £ ,( a , a ),(b,f3){z) = exp(-£:|2: ord(a " b) |) n^/ft N £ (e > 0). La 
condition (Bon) implique en effet que pour tous a ^ b, a — b = z~ m c(z) avec c holo- 
morphe et c(0) 7^ 0, pour un certain multi-indice m£Z { \ N , qu'on note ord(a — b). 
On voit done que si a 7^ b, la fonction ge,(a,ci),(b,p) es ^ & decroissance exponentielle au 
voisinage de l'origine, tandis que si a = b, on a seulement une decroissance moderee. 

Theoreme 5.3 ( |Moc07l Chap. 8] et jMocllal Chap. 7]). - - Soit (E,9,h) un fibre de 
Higgs harmonique sauvage et bon. Alors (E, h) est acceptable, de meme que tout(V x ,h), 
et (EndV x , h). Plus precisement, pour tous (a, ex.), (b,f3), 

(i) £<( ,a) es t g £ ^ a )^b t /3)-asymptotiquement h-orthogonal a E^,/3) pour e > assez 
petit ; 

(ii) la norme de la composante [6,9*](a,a),(b,p) relativement a h et a la metrique de 
Pomcare est 0(g £ ^ a) ^^)) . 

Remarque 5.4- — Ce type d'estimation remonte au travaux de Simpson |Sim90t §2] et 
est pour cette raison baptise « Simpson's main estimate » par Mochizuki. II est remar- 
quable que la presence de parties polaires non nulles ameliore nettement les estimations 
d'orthogonalite asymptotique par rapport au cas modere, puisqu'exponentiellement pe- 
tites. Un tel phenomene avait deja ete observe en dimension 1 par Biquard et Boalch 
[BB04j Lem. 4.6]. Neanmoins, ne nous rejouissons pas trop vite... 

5.4. Prolongement a A fixe 

Supposons toujours (E, 9, h) harmonique sauvage et bon dans la situation locale du 
§ 13.11 Les resultats generaux sur les fibres hermitiens acceptables (theoreme I5.2p et 
le theoreme d'acceptabilite des fibres harmoniques sauvages et bons (theoreme 15.3 j) 
permettent de repondre aux questions (lal) et (jbl) du debut de cette section. Plus pre- 
cisement, pour chaque A, on obtient un fibre meromorphe parabolique sur X, note 

Cy<s x ,?.s x ). 

Theoreme 5.5 ( |Moc071 Cor. 8.89], jMocllal Th. 7.4.5]). - - Pour tout X, la X-conne- 
xion V A est meromorphe sur 7 a £' x pour tout a 6 M. e (et logarithmique dans le cas 
modere), et en fait un bon reseau, qui est non ramifie si 9 Vest. 

La demonstration du cas modere peut etre adaptee et etendue au cas sauvage, 
grace notamment a l'orthogonalite asymptotique vue ci-dessus. Supposons de plus que 
(E, 9, h) est sauvage sans ramification et bon. La decomposition (13.1 **p fait intervenir 
un ensemble fini Irr(#) de parties polaires. Mochizuki obtient de plus : 
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( 15.51 *) Pour tout A 7^ 0, I 'ensemble Irr(V A ) parametrant la decomposition (I3.3I*P pour 
(?^ A ,V A ) est egal a (1 + |A| 2 ) lrr(0). 

Ce comportement complete le comportement des valeurs propres du residu de 
(^ A )(i+|A| 2 )a' ^ m es ^ P ar 1& fonction e (« eigenvalue ») introduite dans (11.2 *p . ainsi 
que l'avaient montre Simpson en dimension 1 et Mochizuki en toute dimension, dans 
le cas modere. La fonction p (« parabolique ») regit, quant a elle, le comportement par 
rapport a A de la structure parabolique, que nous n'avons pas detaille ici. La mauvaise 
nouvelle, anticipee dans l'exemple II. 2\ est que, contrairement a e, le comportement de 
Irr(V A ) n'est pas holomorphe en A. 

5.5. Prolongement a A variable 

Dans le cas modere, le passage de A fixe a A variable n'engendre pas de complication 
importante. II faut simplement prendre garde a l'uniformite locale par rapport a A des 
estimations asymptotiques. En particulier, dans l'estimation du theoreme I5.2[jii|) . on 
remplace les ( ^L(zj)) ±Af par Yi \ z i\ T£ - Aussi je n'insisterai pas sur ce point, traite en 
detail dans |Moc07| . 

Par contre, dans le cas sauvage, le comportement de l'exemple 11.21 vu a la fin du §[T] 
n'est pas du tout anodin, et necessite la mise en place d'une description fidele, dans le cas 
sauvage et bon a plusieurs variables, des fibres meromorphes munis d'une A-connexion 
integrable en terme de l'objet formel associe et d'une structure de Stokes. C'est ce qui 
est fait dans les chapitres 2 a 4, et 20 (appendice) de [M od la] , et represente un apport 
majeur dans la theorie des ^-modules holonomes, independamment des autres points 
consideres ici. La question qui nous importe est alors traitee dans les chapitres 9 a 11. 
Le tout occupant plus de 200 pages, il ne sera pas question de rentrer dans les details. 

Considerons la situation simplifiee, a A = 1 fixe, d'un fibre meromorphe {Y, V) 
a connexion sur un disque A de coordonnee z, avec un unique pole en z = 0. Le 
theoreme de Levelt-Turrittin donne, apres une ramification convenable z' i— > z = z' q , 
une decomposition du formalise de ('V, V) en 0. Supposons pour simplifier l'explication 
que q = 1 (cas non ramifie). On a done une decomposition (I3.3l*p . 

PROPOSITION 5.6. - - Soit t un reel > 0. II existe, de maniere canonique et foncto- 
rielle, un fibre meromorphe d connexion V*) qui a pour decomposition formelle 

{f t , v t ) ~ e(x, v r ; g + 1 ■ do g) w^). 

a 

En particulier, pour t — 1 on retrouve V), et si t — |r| avec r G C*, alors la 
famille ("%, Vt) est isomonodromique par rapport a r. 

La demonstration de la proposition repose sur la correspondance de Riemann-Hilbert 
irreguliere, telle qu'elle est expliquee par exemple dans |Del07a| (voir aussi [BV89J, 
[Mal91, Chap. IV]). La structure formelle du suppose (^,Vj) etant fixee par la de- 
composition, il suffit, pour montrer son existence, de l'enrichir par une structure de 
Stokes (passer d'un systeme local i-gradue a un systeme local 7-filtre, dans le langage 
de loc. cit.). Une fois la decomposition formelle fixee, la structure de Stokes depend de 
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la structure combinatoire sur le cercle unite des ensembles dermis par les inequations 
arg(ta — tb) G [— 7r/2,7r/2] pour a 7^ b intervenant dans la decomposition de (Y, V). 
Ces intervalles etant independants de t > 0, la structure de Stokes donnee par (Y, V) 
pour t — 1 se prolonge de maniere unique pour tout t > 0. 

Pour adapter cette demonstration il convient, dans la situation locale consideree plus 
haut, 

(a) d'etendre, pour un fibre a connexion meromorphe sur X a poles le long de D, 
qui est sauvage et bon, la theorie asymptotique de Sibuya-Majima ; on a besoin pour 
cela de l'existence d'un bon reseau (voir § 13 .3^ pour argumenter par recurrence sur la 
dimension ; 

(b) d'etendre a ce cas la correspondance de Riemann-Hilbert irreguliere ; Mochizuki a 
ainsi redecouvert la notion de systeme local i-filtre de [Del07aJ, l'a adaptee en dimension 
quelconque en prouvant aussi l'emcacite de cette approche, du point de vue metrique 
notamment ; 

(c) d'appliquer, pour A fixe, l'analogue de la proposition 15.61 a y<S x avec le multipli- 
cateur 1/(1 + |A| 2 ) pour obtenir un prolongement note QS X ; 

(d) d'etendre aussi la correspondance de Riemann-Hilbert irreguliere aux families de 
connexions parametrees par A, comme celles induites par une A-connexion si A 7^ ; 

(e) de corriger la dependance non holomorphe des facteurs exponentiels par un ar- 
gument analogue a celui de la proposition 15.61 en choisissant convenablement le multi- 
plicateur (correspondant a t) pour que, en fixant A on retrouve Q<f A ; la caracterisation 
du prolongement QS ainsi obtenu par une condition de croissance moderee necessite de 
modifier la metrique h et de la faire dependre de A ; [un tel type de correction apparait 
deja dans |Sza07] pour un calcul de transforme de Nahm d'un fibre de Higgs, et dans 
[Sab04] pour un calcul de transforme de Fourier] ; 

(f) de recoller la construction precedente, faite pour A 7^ 0, a CP<f (dans le cas Higgs, 
il n'y a pas de structure de Stokes et la decomposition (13.1 est deja holomorphe). 

On en deduit : 

Theoreme 5.7 ( |Moclla[ Th. 11.12]). - - Si (E, 9, h) est un fibre de Higgs harmonique 
sauvage et bon, il existe un unique ^xxCx(*(-^ x C^)) -module localement libre QS a 
\-connexion meromorphe dont la restriction a chaque A soit egale a (QS' X , V A ). 

Remarque 5.8. — Le fait que le phenomene de Stokes n'apparaisse pas pour certaines 
questions reliees au cas sauvage (il n'apparait pas dans [BB04J par exemple) provient du 
fait que ce phenomene n'existe pas pour les fibres de Higgs et que, pour le cas des fibres 
meromorphes plats, plusieurs points peuvent se traiter a l'aide d'une approximation a 
un ordre assez grand de la structure formelle. 
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6. ^-MODULES AVEC STRUCTURE DE TWISTEUR SAUVAGE 

Nous avons vu a l'etape (pQ) du §|2] que le prolongement d'une variation de struc- 
ture de twisteur polarisee sur X° va se chercher dans une categorie de quadruplets 
(_^', C, ,y), ou 5? sera la polarisation. La construction Q$ du theoreme 15.71 est 
l'etape principale pour construire , et on posera = et 5? = Id pour avoir un 
modele simple quand le poids w est nul. Pour passer de QS a il manque l'analogue 
du prolongement intermediaire ji*. II aussi important de prolonger C obtenu a partir 
de la metrique harmonique comme dans le dictionnaire du §[TJ 

Un point essentiel a assurer, pour cette construction, et pour les constructions qui 
vont suivre, est que les ^xxc A - m °dules soient stricts, c'est-a-dire sans €?c A -torsion. On 
la sous-entendra cependant dans la suite. Par exemple, pour l'image directe par un 
morphisme propre, la preservation de cette condition est analogue a la degenerescence 
en Ei de la suite spectrale Hodge =^ de Rham. 

6.1. Les cycles proches 

Nous nous interessons dans ce paragraphe a des proprietes locales pour un &xxc x ~ 
module holonome. 

La construction du foncteur des cycles proches moderes ?/>™ od par rapport a une fonc- 
tion holomorphe / : X — > C pour un ^x- m °dule holonome M s'appuie sur le theoreme 
d'existence d'un polynome de Bernstein-Sato, et s'exprime comme la graduation par 
rapport a la filtration de Kashiwara-Malgrange du f^x- m odule. Alors ?/>™ od M est un 
£^x- m °dule holonome muni d'un endomorphisme semi-simple et d'un endomorphisme 
nilpotent N qui commutent. Pour un <^xxC A - m odule holonome un tel polynome 
de Bernstein-Sato n'existe pas necessairement, mais on peut definir la sous-categorie 
des ^xx<c A - m °dules moderement specialisables le long de tout germe de fonction holo- 
morphe sur X en imposant l'existence d'une equation fonctionnelle de type Bernstein- 
Sato. Pour ^ specialisable, ^ oA ^l est defini, a support dans {/ = 0} x Ca et muni 
de deux endomorphismes comme plus haut. 

Pour les ^x-modules holonomes a singularites irregulieres, ce foncteur ^™ od peut 
etre de peu d'utilite. Par exemple, dans la situation de l'exemple II. 2[ pour toute fonc- 
tion holomorphe f(z) telle que f(0) = 0, le foncteur -?/>™ od applique au ^A-module 
^a/^a ■ {z 2 d z + 1) donne pour resultat 0. Dans |Del07b] . Deligne a defini a partir 
de ^™ od un foncteur que nous notons ipf el , et qui permet d'eviter ce comportement 
trivial : on a ipf el (~^, V) = ^ a ipf od (^ , V + da), ou o parcourt l'ensemble des parties 
polaires de la variable z x l q et q est un entier quelconque ^ 1. On peut alors definir la 
sous-categorie des ^xxC A - m °dules Deligne-specialisables le long de tout germe de fonc- 
tion holomorphe sur X, et pour ^# Deligne-specialisable, ip® c1 ^ est a support dans 
{/ = 0} x Ca et est muni de deux endomorphismes comme plus haut. Dans ce cadre, 
la filtration « monodromique » M.ip® e1 ^ associee a 1 'endomorphisme nilpotent N est 
bien definie ( |Del80t Prop. 1.6.1]), et on considerera ci-dessous les foncteurs gr^^y 61 . 
Ces foncteurs s'etendent de maniere naturelle aux accouplements C. 
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Enfin, la propriete de decomposabilite suivant le support, introduite par Saito, sera 
aussi importante. Les ^xxCA-modules holonomes stricts <M que nous considerons ont 
pour support un sous-ensemble analytique (ou algebrique) ferme Z x Ca de X x C\. 
Au voisinage de tout point x de Z, on dispose des sous-modules a support dans un 
germe de sous-ensemble analytique ferme irreductible Zj de Z en x. La condition de 
S- decomposabilite consiste a demander une decomposabilite locale ^# = @ i en tout 
point de Z. Si on dispose d'un accouplement C, on impose aussi la diagonalite de C 
vis-a-vis de cette decomposition. 

6.2. La categorie des ^-modules holonomes avec structure de twisteur po- 
larisable sauvage 

Cette categorie est definie (voir |Sab09| ) en suivant le procede de Saito pour les 
modules de Hodge polarisables, par recurrence sur la dimension du support. 

DEFINITION 6.1. --La categorie MT<^ uva (X, w) des ^-modules holonomes avec 
structure de twisteur sauvage pure de poids w G Z est la sous- categorie pleine de 
la categorie des triplets ST = (./#', C) dont les objets satisfont aux proprietes 
suivantes : 

(HSD) est holonome, S- decomposable et a un support de dimension ^ d dans X . 

(MT>q U ) Pour tout ouvert U C X et toute fonction holomorphe f : U — > C, 2f est 
Deligne-specialisable le long de {/ = 0} et, pour tout entier i ^ 0, le triplet gr^^ el £^ 
est un objet de MT^™ gc) (X, w + £). 

(MTq) pour tout x Q G X, la S-composante {y^[ x y^'L \i^{x }) es ^ une <( masse de 
Dirac » en x Q portant une structure de twisteur pure de poids w. 

On peut aussi definir les objets polarisables par des contraintes analogues sur la 
polarisation 5? . 

Nous avons indique au §[ZtJ33) que le theoreme 10. II s' applique a ces objets polarisables. 
Nous renvoyons a [M ocllal Chap. 18] pour la demonstration, qui s'inspire de la de- 
monstration de Saito pour les modules de Hodge polarisables. 

6.3. Fin de la demonstration du theoreme de Lefschetz difficile 

Soit Z° une variete quasi-projective lisse irreductible. Nous avons vu (§[T]) qu'une 
variation de structure de twisteur polarisable pure de poids sur Z° correspond a un 
fibre de Higgs harmonique. Nous dirons que cette variation est sauvage s'il existe une 
compactification projective Z' de Z° telle que Z' \ Z° soit un diviseur a croisements 
normaux dont toutes les composantes sont lisses et que le fibre de Higgs harmonique 
soit sauvage et bon le long de ce diviseur. On note VTP^ sauvage ^(Z , 0) la categorie 
correspondante. 

Soit d'autre part Z une compactification projective quelconque de Z° contenue dans 
une variete projective lisse X et MTP (sauvagc) (Z, Z°, 0) la categorie des ^-modules 
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holonomes avec structure de twisteur sauvage pure de poids et polarisable, lisses 
sur Z° et sans composante a support dans un ferme strict de Z . 

Theoreme 6.2 f |Moc07l Th. 19.2], jMocllal Cor. 19.1.4]). - - La restriction a Z° de- 
finit un foncteur MTP (sauvago) (Z, Z°, 0) VTP (sauvage) (Z°, 0) . Ce foncteur est une equi- 
valence de categories. 

Remarque 6.3 (Comment changer de poids). — Les objets ci-dessus sont munis d'un 
twist de Tate {k) pour tout k G |Z, de maniere analogue aux structures de Hodge 
complexes. Ce twist fait passer du poids au poids —2k. 

Ce theoreme repond au point ([6]) du §[2] Un des points difficiles est l'essentielle 
surjectivite du foncteur. La construction du &xxs~ module Qd?, aboutissement du §[5] 
en est l'ingredient essentiel. La construction du prolongement de l'accouplement C, 
ainsi que la demonstration des proprietes MTP^ sauvagc ^ de l'objet ST ainsi obtenu, dans 
le cas ou Z est lisse, Z \ Z° est un diviseur a croisements normaux et la variation est 
sauvage et bonne le long de Z \ Z°, sont expliquees dans |Moclla[ Chap. 12] (et dans 
[Moc07, Chap. 18] pour le cas modere). Enfin, le cas general est traite dans le chapitre 19 
de loc. cit., en utilisant, comme Saito le faisait dans [Sai88j, une version relative du 
theoreme 10.11 pour passer d'une bonne compactification de Z° a une moins bonne. 



7. THEORIE DE HODGE SAUVAGE 

Variations de structure de Hodge complexe et variations integrables de structure de 
twisteur. - - La theorie precedente ne fournit que peu d'invariants numeriques nouveaux 
pour les ^-modules holonomes simples, contrairement a la theorie de Hodge classique 
qui fournit les nombres de Hodge h p,q . On sait QSim97j) que les variations de structure 
de twisteur polarisable de poids w qui proviennent d'une variation de structure de Hodge 
polarisable de poids w sont celles qui sont munies d'une action naturelle de C* (sur le 
facteur C^), action qui permet de recuperer la graduation de Hodge. On peut aussi les 
caracteriser comme celles admettant une action infinitesimale de C*, lorsque la base X° 
est quasi-projective, si on impose la condition de moderation a l'infini (theoreme 17.21 
ci-dessous). 

DEFINITION 7.1. - - Une variation de structure de twisteur (J$?" , Ji?" , C) (voir le 
est integrable si les X-connexions sur M" et M"' proviennent d'une connexion plate 
(absolue) avec un pole de rang de Poincare egal a 1 le long de A = 0, et si C est 
compatible (en un sens naturel) a ces connexions. 

Autement dit, il existe V : J0" -»■ -^ xCA (log{A = 0}) <S> J#" (idem pour Jff"), telle 
que V 2 = 0, que la composante sur x ^xxc x /c x so ^ ^ a ^- connex i° n ; et enfin 

d 

A— C(m', o*m") = C(XV dx m', a*m") - C(m', a*\V dx m"). 
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THEOREME 7.2 (voir [HS101 Th. 6.2]). - - Les variations integrables de structure de 
twisteur polarisee de poids w sur un ouvert de Zariski X° de X (projective lisse) 
qui sont moderees a I'infini correspondent bijectivement aux variations de structure 
de Hodge complexe polarisee munies d'un automorphisme semi-simple auto-adjoint 
pour h. 



Plus generalement , on peut alors considerer les variations integrables et sauvages 
de structure de twisteur pure polarisee sur une variete quasi-projective comme des 
analogues irreguliers des variations de structure de Hodge complexe polarisee. 

Hertling [Her03j a observe qu'un nouvel invariant apparait dans ce cadre, deja consi- 
dere par les physiciens Cecotti et Vafa |CV914 ICFIV92] . appele « nouvel indice super- 
symetrique ». Une structure de twisteur pure de poids et polarisee correspond sim- 
plement a un espace vectoriel complexe muni d'une forme hermitienne definie positive. 
Elle est integrable si elle se trouve de plus munie de deux endomorphismes % et 
avec £} auto-adjoint relativement a la forme hermitienne. L'espace vectoriel se decom- 
pose suivant les valeurs propres p £ 1 de =S, et les composantes ont une dimension 
notee h p ~ p . Pour une structure de Hodge complexe polarisee pure de poids 0, ceci n'est 
autre que la decomposition de Hodge et les nombres de Hodge, avec pGZ dans ce cas, 
et on a aussi % = 0. 

Dans une variation parametree par l'exposant p peut varier avec x de maniere 

analytique reelle, alors qu'il est constant (entier) pour les variations de structure de 
Hodge. Aussi, regrouper les espaces propres de J2 suivant les p ayant meme partie 
entiere, pour avoir une decomposition de Hodge au sens usuel, peut provoquer des 
sauts de dimension suivant les valeurs de x. 

Le comportement de cet indice a I'infini d'une telle variation (moderee ou sauvage) 
est analyse dans [SablOj en dimension 1 et dans |Mocllb] en toute dimension. 

Structures reelles et rationnelles. - - Hertling |Her03j a aussi considere de telles varia- 
tions avec une structure reelle (structure qu'il appelle TERP). Le theoreme precedent 
est en fait montre avec structure reelle. 

Plus recemment, Katzarkov, Kontsevich et Pantev [KKP08] ont propose la notion de 
structure rationnelle (voir aussi [Sabllj ). et dans ce cadre l'appellation de « variation 
de structure de Hodge non commutative ». 

Theorie de Hodge mixte sauvage. - De maniere analogue a la theorie des modules 
de Hodge mixtes de M. Saito |Sai 90j. T. Mochizuki |Moclld] a developpe la theorie 



des ^-modules holonomes avec structure de twisteur mixte sauvage, eventuellement 
integrable. II explicite en particulier un foncteur de dualite, qui n'etait pas defini dans 
le cadre precedent, qui permet notamment de definir la notion de structure reelle. Seule 
manque encore la structure rationnelle, mais les arguments de |MoclO] devraient pouvoir 
s'appliquer aussi a ce cadre. 
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Application a la cohomologie quantique. - - Les resultats de H. Iritani sur la symetrie 
miroir pour les varietes de Fano toriques [Iri09a, Iri09bJ (voir aussi [RS10J), joints aux 
resultats sur la transformation de Fourier de |Sab08] . permettent de montrer que le 
^-module quantique d'une variete de Fano torique sous-tend une variation de structure 
de Hodge non commutative. 
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